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Partie |

1. (a) Par définition on a, ¥(4,j) € [1,n]?, Eij = (0kil1) (k1)e[1,n]2 OU J;j est le symbole de Kronecker.
Soit (u,v) € [1, n]]z. Le coefficient de la ligne u et de la colonne v, de E;; Ej, j; est

> (Buibuy) (Suwnduok) = Ouiur Y _ Suwjduwh = 6uidurdjn. (obtenu pour w = j).

w=1 w=1

Ce coefficient est aussi celui de 0, F;;, ce qui démontre le résultat :
EijEng = 6B,

(b) (Eij)i<ij<n est une base de .#,(R), c’est la base canonique de .#,(R). Si A = (aij)1<ij<n € #n(R),

alors A s’écrit d"'une maniere unique dans cette base: A = Z a;; E;j.
1<i,j<n
(c) Sii# j,det(I, + AE;;) = 1, car I, + AE;; est une matrice triangulaire avec des 1 sur la diagonale.
(d) Aveci#j,j#*heth#k,ona:

(In + AEij)(In + pEpy) = In + AEsij 4+ pBpg + Audjn Eg, = In + AEij + pEpy

On en déduit (I, + A\E;;) (I, — AE;;) = I, donc I,, + AE;; est inversible d’inverse I,, — AEj;.
2. (a) Soiti #£jetA= Z apkEng. Alors (I, + AE;j)A = A+ \E;; A avec

1<h,k<n

n
)\EijA =A Z athithk = Z ahkdjhEik = )\ZajkEik.
1<h,k<n 1<h,k<n k=1

n
Or Z a;, B, est la matrice dont tous les coefficients sont nuls, sauf ceux de la i-éme ligne, qui sont

k=1
ceux de la j-eme ligne de A.

Ainsi, (I,, + AE;;) A est la matrice obtenue a partir de A par le remplacement de la ligne L; par la ligne
L; + \L;
(b) On trouve de méme que la matrice A(Z,, + A\E;;) est celle obtenue a partir de A par le remplacement

de la colonne C; par la colonne C; + AC}.
On peut aussi utiliser la relation : /((I,, + A\E;;)A) = (I,, + AE;;)'A = (I, + A\E;;)'A et se ramener ainsi
au cas précédent.

3. Premier cas: a;; = 1: Les opérations L; < L; a,lLl (2 <i<n)etC; «+ Cj—a;Ci(2<j<n)

0

transforment A en une matrice B de la forme B =



D’apres ce qui précede, B = PAQ ou P = H ntanFEi)etQ = H (In + a1E1;) ce qui donne le résultat
=2 Jj=2

demandée.

Deuxiéme cas :

. 1-— .
o Il existe 7 > 1 tel que a;1 # 0 : Alors 'opération Ly < L1 + 'L I; transforme A en une matrice

il
Al:( /

2]

1-—

Ainsi, B = PAQ,ou P = I, +apnEn) | In+ 11 EqletQ = o+ al E;1), sera du type voulu.

] i1 yp
= 2 @il

)1<ij<n du type précédent.

1-—-
o Il existe j > 1 tel que ay; # 0. L'opération C; < Cy +

Cj nous ramene la encore au premier cas, et
al 7
on conclut comme ci-dessus.

Troisieme cas : a1; # letVi > 2a;1 = 0etVj > 2ay; = 0: L'opération Ly < Lp + L; ( multiplication a
gauche par I, + E»; ) nous ramene au deuxiéme cas, ce qui acheve la démonstration.

. Remarquons d’abord que la multiplication a droite ou a gauche d’une matrice par une matrice de transvec-
tion ne change pas le déterminant.

eCasn=2:

o Si la premiere ligne ou la premiére colonne de A n’est pas nulle, la question précédente donne : il existe

é 5 > — Betdet(B) = det(A) =

P, Q, produits de matrices de transvection d’ordre 2, telles que PAQ = <

b. Cela donne le résultat. ( le cas 7 = 1 correspondant au cas b = 0)

o Sinon, l'opération Ly <— L; + L2 nous ramene au cas précédent (car A # 0 ).

e Supposons le résultat démontré a l'ordre n — 1 > 2, et soit A € .#,,(R), rg(A) =r > 1.

o Si la premiere ligne ou la premiere colonne de A n’est pas nulle, il existe P, Q produit de matrices de
10 ... 0

0
transvection d’ordre n, telles que A = PAQ =B = | . B avecrg(B) = rg(A) = r et det(B) =

det(B’) = det(A).

OnaB € #, 1(R)etrg(B") =r— 1.

> Sirg(B’) = 0, c’est-a-dire si r = 1, on a directement le résultat voulu.

> Sinon, I’hypothése de récurrence permet d’affirmer qu’il existe Pp, @1, produit de matrices de transvection
d’ordre n — 1, telles que Py B'Q1 = By avec

1
(0)
B, = 1 0 sirg(B1) <n—1
(0)
0

et

1 (0)

By = ) sitg(B1) =n — 1 (etdet(By) = det(B') = det(A)).
0)  det(By)

1 0 0 1 0 0
En notant P’ = . P et Q' = . 0 , on vérifie alors facilement, en effectuant le

: 1 : 1

0 0



6.

produit par blocs :

1 0 0
PAQ = | .
: PIB'Q:
0
1 0 0
Soit P'AQ" = 0 sirg(B) =n — 1, c'est-a-dire rg(A) = n, et
: 1
0 det(A)
1
(0)
1
/ ’
PAQ" = 0
(0)
0
sinon.

On obtient alors le résultat a 1’ordre n, en remarquant que si P; et Q1 sont des produits de matrices de
transvection d’ordre n — 1, P’ et Q' sont encore des produits de matrices de transvection d’ordre n ( car, si
1
0T
o Le cas ot la premiere ligne et la premiere colonne de A sont nulles se rameéne au cas précédent, a 1’aide
de l'opération Ly <— L1 + L; out L; est une ligne non nulle de A (il en existe car A # 0).
D’aprés ce qui précéde, si A est une matrice carrée de déterminant 1( leur ensemble forme un sous-groupe
de GL,(R), noté SL,(R) ), il existe P, Q produit de matrices de transvection telles que I,, = PAQ soit
lQ 1

P Q ! étant elles aussi des produit de matrices de transvection, A est donc produit de matrices de
transvection. Donc SL,,(R) est engendré par les matrices de transvection.

(a) Calculons A = (I, + AE;) (I, + pEn) (I, + AEi;) (I, + AEpy,) ™ en supposant i # j et h # k.Ona:

A = (I, + AEij)(In + pEn)(In — AEij) (I, — AEpg)
(In + AEij + pEpg + Audjp B ) (I — AE;j — pEnk + AudjnEir)
= In+ AEij + pEnk + Mibjn iy, — AEij — N Ej — Aubi Epj — N pdjnbin Eij
— 1 Epg — AtSjn Eig — MNP0k Ei, + Audjn Eik
N2 1181855 Eige + > 8500i Enge + N2 11600161 Eig
= I+ MubjnEix — AubigeEnj — N udinbinEij + MP6n0ik Bk + N 1028161 Ei,

T est une matrice de transvection d’ordre n — 1, ( est une matrice de transvection d’ordre n ).

En supposant i # k, ona A = I,, + A\ud;pEyy, puis, pour h = j: A = I, + AuEyy, (il est possible de
trouver (i, j, k) € [1,n]® tel que i # j, i # k et j # k car n > 3). Il suffit donc ensuite de choisir i = «,
k = B et Ap = a pour obtenir A = I,, + aF,g.

(b) Soit A = I,, + aE,p avec o # [ une matrice de transvection, et 7, j, h, k, A, x comme ci-dessus. On a
alors :

FA) = f(In + AEG) f(In + pEj) f(In + AE;) ™) f(In + AE;) ™).
Donc
F(A) = f(In + AEij) f(In + AEij) ™) f(In + nEij) f(In 4+ AEi;) ™)

flA)=f [(In + )‘Eij)(ln + )\Eij)il] f [(In + NEij)(In + AEZ’j)il] = f(In)f(In)
Or f(I,) =1,dou f(A) =



(c) Soit A € #,(R). Alors, il existe P et ) produits de matrice de transvection, telles que B = PAQ soit
diagonale, de la forme décrite a la question 4., donc f(B) = det(A).

D’autre part, ona f(B) = f(P)f(A)f(Q) =1 x f(A) x 1,d’out f(A) = det(A).

Partie 11

1. VA, B € #,(R),VA € R,onatr(A+ AB) = tr(A) + A tr(B), donc l'application tr est linéaire.

Posons A = (ai;)1<i,j<n, B = (bij)i<i,j<n €t C = AB = (¢j5)1<i,j<n avec ¢;; = Z aikbr;. Ona
k=1

Z Cig = Z Z aibri = Z Z briai = tl“(BA)
=1 k=1 k=1 i=1
2. (a) Soiti# j.Onao(E;jE;) = 0(0) = 0 car o est linéaire. D'ot1 0 = o (E;; Ei;) = o(E;;) = 0.
(b) U(EijEji) = O'(EjiEij)/ d’out O'(E“) = O'(Ejj) pour tous (Z,]) € [1, n]]Q.
(c) Notons A la valeur commune des o(E;;) pour 1 < i < n. Soit M € .#,(R), M = Z a;;E;;. o étant

1<i,j<n
linéaire, donc :

U(M) = Z m;;o Zmua u )\me
1<4,5<n

En conclusion, il existe A € R tel que (M) = A tr(M) pour tout M € .#,(R).

3. SiA,B e #,R),onatr(AB — BA) = 0,donc VM € 7, tr(M) = 0, car M est combinaison linéaire de
matrices de la forme AB — BA, et tr est une forme linéaire.
Notons .7’ = {M € #,(R)/tr(M) = 0}, ona donc 7 C .7’. De plus, dim .7’ = n? — 1 puisque .7’ est un
hyperplan de .#,(R), ’est le noyau d"une forme linéaire non nulle. Donc dim .7 < n? — 1.
D’autre part 1Sl 7'5 ] : Eij = E“Ew — E”E” € Tetsiie [[2, n]], FE1 — FE;; = F1;E;1 — B Eq € 7. Donc
7 contient, en particulier, les n* — 1 matrices (E;;);.; et (E11 — Eji)a<i<n. Ces matrices étant linéairement
indépendantes, il en résulte que dim .7 > n? — 1.
Finalement dim .7 = n* — 1 etdonc .7 = 7.
Puisque I, ¢ 7' = .7, la droite vectorielle engendrée par I,, est bien un supplémentaire de .7 et donc

My(R) = T & H.

4. On trouve, comme dans la question 1.6.(a),

E FijFu, = I, + Eij — S Enj + 6 Eit, — SirSjn Eng-
5. Onaalors:
0 (Fy ) FyjFur) = 0 (FjFpiFryl) = 0(Fy).
D’oti:
0(Fij) = 0(Fij) — 0k0(En;) + 0;n0(Eik) — 030510 (Enk)
Donc
—0ik0(Enj) + 0;n0(Eir) — 0ir0jn0(Epg) = 0.
Pour i = j = heti # k, on obtient : 6(E;;) = 0.
Pouri =k, j = heti# j, onobtient (E;;) — 0(Fj;) = 0(Enx) = 0, donc §(E;;) = 0(Ej;).

Notons A la valeur commune des §(E;;) pour 1 < i < n. Soit M € #,(R), M = Z a;jE;j. 6 étant
1<i,5<n
linéaire, donc :

O(M) = > myb(Eyj) =Y m0(Ey)
=1

1<i,j<n



2.

Si A = —0(I,), alors 6 et A tr coincident sur .Z,(R) = ker(tr) & 2. Donc 0(M) = Atr(M) pour tout
M e 4, (R).

Partie II1

Le caractére morphique de A, résulte des regles de calcul dans une algébre sa bijectivité provient de 1'éga-
lité :
Ag o Ag—l = Agfl o Ag = idL(E)-
On montre facilement que x est morphisme du groupe GL(E) dans le groupe Aut(E). L'application x est
non injective puisque son noyau contient les homothéties de rapports non nuls.
(a) Vérifions que g est homothétie, en effet, soient x et y de F, alors il existe \;, \, et A\;1, des scalaires
tels que

9(z) = Xaz, 9(y) = Ayy et g(z +y) = Apiy(x +y).
Si z et y sont libres, la condition (A4 — Az)x + (Aggy — Ay)y = 0 implique A\, = A;, et si y = ax, alors

9(y) = glaz) = ag(z) = alzxz = \yy = \jax,

donc A, = ;. Ainsiil existe A € K tel que pour toutz € E, g(z) = Az, ¢’est-a-dire g est une homothétie
de rapport A.
(b) Le noyau de y est ker(x) = x ' (Idg(p)). Soit

ker(x) = {g€GL(E)|Ay=1dyp }
= {geGL(E) |Vue Z(E), gouog'=u}
{g€GL(E)|Vue Z(E), gou=uog}

Soit g € ker(x), « € £\ {0}, H un hyperplan supplémentaire de Rz et u la symétrie par rapport a
Rz, de direction H.Ona gou = uo g; dou g(u(z)) = u(g(z)) ou encore g(x) = u(g(x)). Donc g(x)
est invariant par u, donc g(z) € Rx. Ainsi, z et g(x) sont colinéaires, le résultat est vrai méme pour
x = 0. On en déduit que g est un homothétie. Réciproquement, il est facile de vérifier que si g est une
homothétie, alors x(g) = 0. D’ou:

ker(x) ={Aldg | A€ R }.

(a) La linéarité de u,, découle de celle de . Si z = 0, u,, est nulle. Supposons = est non nul. On a
Vy € E, upa(y) € Vect(x), de plus si ¢ est non nul, z € Im (uy,,). D’'ott Im (u, ;) = Vect(x) et
ker (uy ) = ker(p) est un hyperplan de E.

Sip =0, alors Im (uy, ) = {0} et ker (up ) = E.
(b) Pour tout vecteury € E,ona:
Uy (U) = 0(y)p(z)z.
Donc u,, , soit un projecteur non nul si et seulement si ¢ est non nul et p(x) = 1.

a) Onremarque que Vo € E, on a u;;(x) = uer o, (x) = €X(x)e;, ce qui donne en particulier :
que q J %ei j q P

Vk € [[1,n]], uij(ek) = €;(6k)6i = 0jk€;-

Ainsi, la matrice de u;; dans la base (e, €2, ..., e,,) est E;; et par conséquent u;jun, = 05Uk

(b) C’est une base de .Z(F) comme image réciproque de la base canonique de ., (R) par I'isomorphisme
qui a un endomorphisme associe sa matrice dans la base (e, ez, ..., €).

(a) = estunerelation d’ordre. En effet, |’antisymétrie et la réflexivité découlent de définition, la transitivité
résulte de ce que pour tout p tout ¢ et tout r éléments de &, sir < petsip < galors:

r=rop=por=r=ro(poq)=(qop)or=r=rog=qor.

Donc r < g.
Cette une relation d’ordre non totale, si p est le projecteur sur Vect(e;) suivant Vect(eg, ..., e,) et ¢ est
le projecteur sur Vect(ey,) suivant Vect(ei, ...,e,—1), pog(e1) =0 # p(er) et gop(en) = 0 # g(en).

5
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(b) Supposons i). Soit ¢ < p.

De p o ¢ = g on déduit Im(g) C Im(p), donc Im(q) = Im(p) (puisque ¢ est non nul et dim(Im(p)) = 1).
De ogp = ¢ on déduit ker(p) C ker(q) et donc ker(p) = ker(q) ( par la formule du rang). Finalement
q = p, d’ott ii).

Supposons ii). Si p n’était pas de rang 1, en notant F' son image G son noyau et D une droite de F'
et F’ un supplémentaire de D dans F, le projecteur ¢ sur D suivant F' & G vérifiait ¢ < petq # p
contredisant ii). Donc i) est vrai.

D’ou I'équivalence de i) et de ii).

Passons a celle de ii) et de iii). Un projecteur non nul de la forme u,,, est de rang 1 ( d’apres 3.(a) ), si
p est un projecteur de rang 1, en notant x un vecteur directeur de son image et G son noyau, p = u, 4,
avec  la forme linéaire nulle sur G et valant 1 en .

(@) Soitp € #,ona A(p) o A(p) = A(pop) = A(p), donc A(p) est un projecteur.
(b) On suppose que p est un élément minimal de & pour la relation <. Soit ¢’ un élément de £ tel que

¢' < A(p). On pose g = A~ (¢). De A(q) o A(p) = A(q o p) = A(g) on déduit A(gop) = A(poq) = A(q)
puis g o p = p o q¢ = q et par la minimalité de p, ¢ = p, donc ¢ = A(p).
Ainsi, A(p) est encore un élément minimal de &2 pour la relation <.

(c) Les applications u;; sont des projecteurs de rang 1, donc des éléments minimaux de &?. D’apres ce qui

précede, A(u;;) est aussi un élément minimal de &2, donc, d’apres 5., il existe (¢;,£;) € E* x E tel que
A(uis) = Uy, ¢, et pi(e;) = 1 pour tout .

(d) Soit (7, j) un couple d’éléments de {1,2,...,n},ona:

A(ui) 0 Aujj) = Aluii 0 ujj) = 0ij A(ui).
En appliquant a ;, on obtient :
pi(ej)ei = 0ijpilej)ei = dijepi(ei)ei = ijé.

On en déduit que la famille (1, ...,&,) est libre, donc que c’est une base et que (¢1, ¥2, ..., ¥n) est sa
base duale.

7. Soit un couple (i, j) d’éléments de {1,2,...,n}.

(a) Ona:

A(uij) 0 gy e, = Aluig) © A(ugr) = xA(ui).
Donc pour tout élément k de {1,2,...,n} distinct de j, A(uij)(ex) = A(uij) © Uy, () = 0. Donc le
noyau de A(u;j) contient 'hyperplan Vect(ex)r=1,2, ..n, k2, C'€st méme cet hyperplan puisque u;; étant
non nul et A un automorphisme A(u;;) est non nul. La formule du rang donne que rg(A4) = 1.

(b) Ona:

A(uig) o A(ugi) = Aluij o uji) = Aluii) = Up; e, -

Donc on peut déduire que I'image de A(u;;) contient ¢; (en appliquant a ce vecteur I'égalité précédente
) et donc I'image de A(u;;), de dimension 1, est la droite engendrée par «;.

(c) Ona A(uij) = Nijug; ¢, 0t Nijj = A(ui;)(g5). Se vérifie sur les vecteurs de la base (g1, €2, ..., €n)-
(a) D’'une part:

D’autre part
Aluiz) 0 Alujk) = NijAjktip; e © Upy ;-

Or ug, ¢, © Uy, ¢, Vaut u,, . (les images des vecteurs de la base (e1, €2, ..., £,) par ces deux endomor-
phismes sont égales ). Donc A\jjA\jr, = A; .

i .
(b) Dot immédiatement, \;; = )\—1 puisque ;1 # 0.
i1

(@) On pose, pour i € {1,2,...,n}, a; = Ai;&;, (a1, a2, ...,ay) est alors une base de £ dont la base duale

1
(a1,03,...,ay) est donnée par o) = N $ir pour Jj € {1,2,...,n} (d’apres 6.(d) ). Donc d’apres la
1y

question 8.,
A(uij) = var a;-

6



(b) Notons g I'endomorphisme de E défini par g(e;) = o pour tout i € {1,2,...,n}. Alors,
Vk € {1,2,...n}, A(uy)(ax) = o (ag)oi = djra

et
g © U;j 0 971(0%) =go uz‘j(ek) =49 <ue;,ei(ek)> =g (e;(ek)ei) = jkg(ei) = 0jkCy;.

Ainsi, A(u;j) = g o u;j 0 g ! puisque coincident sur la base (a1, ag, ..., o).

(c) Puisque (uij)1<i j<n est une base de .Z(E), on en déduit A = A,, c’est-a-dire il existe g € GL(E) tel
que Vu € Z(E), A(u) = gouog .
Autrement dit, tous les automorphismes de I'algébre .Z(£) sont des automorphismes intérieures, ou
encore "application :

X:g— Ay
est injective de GL(E) dans Aut(.Z(E)).
10. D’apres la question précédente, il faut déterminer les formes linéaires sur .Z’(E) telles que
Vu € Z(E), Vg€ GL(E), p(gouog™)=p(u).
Or, pour tout v de .Z(F), pour tout g € GL(E), il existe u € .Z(E) tel que ug™" = v, soit u = vg. ce qui
précede équivaut donc a :
Vv € Z(E),Vg € GL(E), ¢(gov)=¢(vog).
D’apres la question .5 de la deuxieme partie, il existe A € R tel que Vu € Z(E), p(u) = Atr(u).



